Sujet n°1
Exercice 1 :

On s'intéresse dans ce sujet a un modél e de politique de limitation des nai ssances (de type « a
la chinoise »).

On suppose que dans la popul ation étudiée, 1a probabilité pour une femme d’ avoir un
premier enfant est de 0,9.
On admet, pour une femme attendant un enfant, I’ équiprobabilité entre nai ssance
d unefille et naissance d'un gargon.
Si une femme est mere d’ un premier enfant, la politique de limitation des naissances
adoptée a pour effet que :
e s cepremier enfant est un garcon, la probabilité pour lafemme d avoir un second
enfant est nulle.
e s lepremier enfant est unefille, la probabilité pour lafemme d’avoir un deuxiéme
enfant est de 0,3.

On exclut dans tous les cas |a possibilité d’ une troisiéme naissance.

1) Calculer laprobabilité d’ étre mere d’ une fille pour une femme mere d’ un garcon.

2) Déterminer laloi de probabilité et I’ espérance mathématique de lavariable aléatoire N
égale au nombre d’ enfants par femme de la population.

3) Déterminer laloi de probabilité et I’ espérance mathématique de lavariable aléatoire F
égale au nombre de filles par femme de la popul ation.

4) Quéle est I’ espérance mathématique de la variable a éatoire G égale au nombre de
garcons par femme de la population ? commenter.

Exercice 2 :

On distingue dans la population d’ un pays les jeunes, les adultes et |es personnes agées. On
note la population d’ une période n par une matrice colonne :

Jj, : nombrede jeunes

P = a, - nombred' adultes

n

p, - nombrede personnes agées

0 12 0
Entreles périodesn et n+1, onalarelation: P, = AP, avecA=|09 O O].
0O 08 O

1) Interpréter les coefficients de lamatrice A. Lamatrice A est-elleinversible ?



270
2) On donnelamatrice P,=| 270 | ; calculer P,.
180

On se propose de déterminer une méthode pour obtenir a partir d’ une répartition de la
population celle de la précédente.

jn jn+1
3) Soit larépartition: P,=| a, | ;onpose: P, =|a

n n+l

p" pn+1
Déterminer une matrice carrée d’ordre 2, M, telle que : (Jn j — M x [Jm] .
an an+l
jn—l
4) Onposeaprésent P, =|a, , | ;exprimerj, , eta , enfonctiondej, , eta, .
pn—l

En déduire|’expression dep, enfonctiondea,,,
A’ telleque: P =A"P, .
5) Application numérique :
270
A partir de larépartition| 270 |, déterminer larépartition de la génération précédente.
180

et construi re une matrice carrée d' ordre 3,

Exercice 3 :

Deux projets d’investissements, P, et B, représentent tous deux une dépense de 2 500
unités monétaires (u.m.) I’année 0.

Pour le projet P, lesretours attendus sont de 1 000 u.m. les trois années suivantes.

Pour le projet B, les retours attendus sont de 800 u.m. lapremiére année, 1 430 u.m. la
deuxiéme année, et 769 u.m. latroisieme année.

1) Calculer lesvaleurs actualisées nettesal’année 0,7,(i) et V,(i) , de chaque projet pour
chacune des valeurs suivantes du taux d’ actualisation annuel i : @) i=4% ; b) i=12%.

2) Justifier simplement le sens de variation des valeurs actualisées nettes (al’année 0) 7,
et 7/, en fonction du taux d actualisation annuel i, et démontrer que ces fonctions
s annulent une fois et une seule sur I'intervalle [0 ;+ o]

3) En décrivant laméthode employée, déterminer une valeur approchée du taux de
rentabilité interne de chacun des projets.



SUJET n°2
Exercice 1 :
Loi de « durée de vie sans vieillissement ».

On s'intéresse alamise en place d’' une loi de probabilité décrivant la durée de vie de certains
objets, pour lesquels le vieillissement ne modifie pas la probabilité de fin de fonctionnement
(C'est le cas de produits, comme certaines ampoules électriques ; ¢’ est aussi le modele utilisé
pour étudier la désintégration des noyaux d’ éléments radioactifs).
On suppose précisément que :
e Laduréedeviedu produit est modélisée par uneloi de probabilité P a densité
continue f'sur [0 ;+x][.
e Laprobabilité conditionnelle, pour ce produit, de cesser de fonctionner entre les
instants ¢ et t+s ne dépend pas de son « &ge » ¢ : ¢’ est cette propriété qui vaut a ce type
deloi laqualification de « durée de vie sans vieillissement ».

Pour un intervalle | contenu dans [0 ;+oo[, on notera P(l) la probabilité pour que le produit
considéré cesse de fonctionner aun instant ¢+ éément del.

On appelle F lafonction définie sur [0 ;+oo[ par : F(t) = P([0 ,t]) = fotf(x) dx .

Question 1 :
Vérifier que pour tous réels positifsaet b, ona: P([a ;b])=F(b)-F(a) et P([a;+x=[) =1 - F(a).

Question 2 :

a) Comment s'interprete, pour ¢ et s positifs, la probabilité conditionnelle
B ([£:2 +5]) ? (probabilite de [t ;t+s] sachant que [t ;+ [ est réalise)
b) Justifier que, pour ¢ ets positifs, ona: B, ([t ¢+ s]) = F(s)
c) Endéduire, pour tous ¢ et s positifs, larelation : F(s) x (1 — F(t))= F(t+s) — F(t).

Question 3 :
On appelle G lafonction définie sur I'intervale [0 ;+oo[ par : G(7) = 1 - F()
a) Déterminer G(0).
b) Justifier que G est dérivable et préciser safonction dérivée.
c) Démontrer, pour tous réels positifs 7 et s, larelation : G(t+s) = G(t) x G(s).
d) En déduirel’existence d’un réd & tel que, pour tout réel ¢ positif, ona: Ft) = 1 - e

Question 4 :

a) Préciser lalimitede Fen+w.
Que peut-on en déduire pour lesigne de k ?
b) Démontrer que ladensité f'delaloi de probabilité P est une fonction définie sur

[0;+ o[ par : fit)= Ae*,0u A estunrée strictement positif.

Question 5 :
Cdculer enfonctionde 4 letemps = tel que: P([0; ]) =0,5.

Ceréd 7 est souvent appelé lademi-vie ou encore la période de |’ objet étudié (en particulier
dans le cas de |’ é&ude de la durée de vie des noyaux d un éément radioactif).



Exercice 2 :

On s'intéresse, pour une génération d’ hommes donnée, alarépartition entre les
«riches » et les « pauvres ».
La génération « numéro n», ou n est un entier naturel, sera notée par un vecteur colonne :

v, . . .

G, = [ j ou r, et p désignent respectivement les nombres de « riches» et de « pauvres »
Py

alagenération numéron. G,,, désigne alors la génération suivante (celle desfils).

04 08
On supposequ'on alarelation (R) : G,,, = A.G,, aveCA = (02 08)

Question 1 :
. : ) : 100 0 . o
Aprésavoir calculéles produits A. 0 etA. 100)" donner une interprétation des

coefficients de lamatrice A.

Question 2 :

Montrer que I’ accroissement relatif de la population d’ une génération al’ autre est fonction de
lacomposition de la population initiale. Entre quelles bornes varie-t-il ?

Question 3 :
(04
a) Déterminer leréel o tel que, s ( J représente une génération, alorsla génération
100-«

suivante admet une structure identique en termes de proportion de «riches » et de
« pauvres ».

b) Que représente le vecteur [

pour lamatrice A ? aquel réel particulier peut-on
100-«

|" associer ?
c) Préciser une valeur approchée par exces a 102 présde « . En utilisant cette valeur,

. - 7 yd . 7 7 a
calculer le taux d’ accroissement de la popul ation entre la génération représentée par
100-«
et lasuivante.
Si on admet que trente ans séparent une génération de la suivante, déterminer |e taux annuel
correspondant.



