Epreuve orale de mathématiques et statistiques Année 2006

Sujet A

Exercice 1

st <0

0
T T .
1—<1+5>exp(—7) st 20

Soit F la fonction définie sur R par F(z) = {
2

1. Justifier que F est continue sur R.
2. Déterminer lim F(z)
z— 400

3. Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles de fonction de répartition F'.
Déterminer une fonction densité f de X.

4. Etudier les variations de la fonction f et représenter l’allure du graphe de cette fonction.

Solution

1. F est continue sur | — o0, 0[ et sur |0, +oco[ comme composée, somme, produit de fonctions continues.

Fest continueenOcar: lim F(z)= lim 0=0= lm F(z)= lim 1- (1 + E) exp (—E).
z—0 , <0 z—0, <0 z—0, £330 z—0, 230 2 2

F est donc continue sur R.

2. On sait que lim ye Y= lim = =0.
y—+oo y—+oco e¥

En posant y = g, ona lim gexp (—g) = 0 et, par suite, lim 1-— (1 + g) exp (——) =1-0=1

T—++00 T—+00

AP B =1
3. F est dérivable sur | — c0,0[ et : Vo <0, F'(z)=0

F' est dérivable sur |0, +oo[ et : Vz >0, F'(z) = —% exp (—g) — (1 + g) (—;) exp (——) — exp (—7)

En utilisant les formules (u x v)' = u'v + u v’ et exp(u(z))’ = v'(z). exp(u(z))

Au passage, mais non strictement nécessaire pour résoudre la question :

Pour la dérivabilité de F' en zéro, on remarque que ccli%l‘*' Fl(z)=0= mli%l_ F'(z). D’aprés le théoréme de la limite
de la dérivée, les conditions F est continue sur R, dérivable sur | — oo, 0[U]0, +o0] et ili% F'(z) = 0 permettent
d’en déduire que F' est dérivable en zéro et que F'(0) = 0.

On rewient a la question :

La fonction f = F' est une fonction densité de la variable aléatoire X. On pose donc f(z) = {éme‘g z i i 2;
4. La fonction f est continue sur R.

La dérivée de f est nulle sur | — o0, 0].

Le calcul de la dérivée sur |0, +oo[ donne f'(z) = %(2 —z)e 3.

La fonction f croissante sur [0,2] puis décroissante sur [2,4+oco[ avec lim f(z) = 0. L’axe des abscisses est

T— 400
asymptote a la courbe de f au voisinage de +o0.

On remarque que f n’est pas dérivable en 0 : f admet une dérivée a gauche f;(0) = O et une dérivée a droite

1
f50) = 1 qui ne sont pas égales (on a un point anguleux).
fle)—f00) . 1 _

o . f(z) - f(O) _ .. ’ , 1
tificat | — =1 =0= t 1 LA A | _ -
dusiicaion : Jig S50—5E = tim 0=0= ft0) 0 g SE—g = i et = 3
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Fic. 1 — graphe de la fonction f

Exercice 2

Soit A la matrice définie par A = ( _11 364 > .

1. Détermaner les valeurs propres et les vecteurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Calculer A™ pour tout entier naturel n.

3. Montrer que A est inversible, et calculer A™™ pour tout entier naturel n.

4. Soit X une vartable aléatoire a valeurs dans N. On note p, = P(X = n). On suppose que, pour tout

3 . . . .
n deN :pnpio=—Dny1+ an . Déterminer l’expression de p, en fonction de n. Quelle est la lot de
X7?
Solution

1. Le polynéme caractéristique de A s’obtient avec le déterminant suivant :

| -1=X 3/4 ), 3 3 1
Det(A—AI) = 1 _/\‘—A +A 4_<)\+2) ()\ 2)
. n e 3 1
Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique : A\; = —3 et Ay = 3

Déterminons les vecteurs propres :
e Pour \=)\;=—- ,ona:
2 b

T T z/2 +3/4y =0
A =A1. 2z = — I eR tq. =1t.(3,—2
(y> 1(y>{:){ z 432 =0 TS HER b (2y) =13 -2)

L’espace propre associé a A; est la droite vectorielle engendrée par le vecteur uy = (3, —2).
e Pour \=X;=—-,o0ona:

A(2)=n(2) e { TR Y 0 sy ) —22)

L’espace propre associé a Ay est la droite vectorielle engendrée par le vecteur us = (1,2).

N —

La matrice A est d’ordre 2 et admet 2 valeurs propres distinctes. C’est une condition suffisante pour en déduire
que A est diagonalisable.

1
2

(1 3)

Zz(—eg—2e1<1 3)

2. On pose P = < _2 ) Utillisons la méthode du pivot de Gauss pour calculer P~ :

(1)
=
(= 7)

Agrégation interne de S.E.S. 2
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£y £1/8 1 0 1/4  3/8 _ p-1

Ly — £2/(—8) 01 1/4 -1/8

s . . . 1 1/2 0 1
D’apres le principe de la diagonalisation : D = P~+.A.P = 0 —3/2 et A=P.D.P".

On en déduit que A" =AxAx---xA=PD.P ' xPDP!x...x PD.P!=P.D" P! soit :

o #6203
() -3

(formule valable y compris pour n = 0)

N = D=
BSlw ool w

3. premaére solution : 0 n’est pas valeur propre de A donc A est inversible.

deuziéme solution : Det(A) = ~2 # 0 donc A est inversible.
rappelons que ”A diagonalisable” et ”A inversible” sont deuzx notions distinctes sans lien de cause a effet
dans un sens ni dans l’autre

(127t o ) bt

D et A étant inversibleson a: A~! = (P.D.P_l)_1 =pPDlp1l=p ( 0 (—3/2) 1

Par le méme raisonnement que ci-dessus (et sachant que (1/2) ! =2 et (—3/2)" 1 =-2/3)ona:

4. On remarque que, pour tout entier naturel n, on a ( Prt2 ) = ( -1 3/4 ) X < Pnt1 )
Prnt1 1 0 Pn

pn+1
Pn
Montrons par résurrence que, pour tout entier naturel n, on a U,, = A™.Ug.

initialisation : Aurang n =0, on a Uy = A°.Uy = I.Uy qui est vérifié.

Si on pose la matrice colonne U, = ( ), on reconnait une relation de la forme : U, 41 = A.Up,.

hérédité : Supposons la relation établie au rang n, alors :
Upy1 = AU, = A AUy = A®"1 .Uy La formule est vérifiée au rang n + 1.
Conclusion : on a bien montré par récurrence que pour tout n on a : U, = A™.Up.

Ici, la deuxiéme ligne de cette égalité nous donne :
I E A SO A NS BN E A AN SN A N DS S S V- S WA A WS |
Pn= 15\ 2 2 \"2) | a 2 2 \2) [P \2) (PR TgPo 2 P T o

. 1\" : 3\"
On sait que, comme toute probabilité, 0 < p, < 1. Ayant de plus lim <2> =0et lim (2> = 400, cela

n—-+oo n——+4oo

n
implique que le terme contenant (—2> en facteur est nécessairement nul.

\" /1 3 1\"
Donc py = 2p; et pr, = 5 §p1+1po =\3) Ppo

+oo “+oo
1

1
De la condition an =1, on récupére enfin pp = =  (on sait que, pour —1 < g< 1,ona Z = —)
n=0 2 n—=0 1- q

1 n+1
La loi de X est définie par X(Q2) =NetVn e N, P(X =n)=p, = (2>
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Sujet B

Exercice 1

Dans une entreprise de 400 salariés, la moyenne et l’écart-type du salaire mensuel de tout le personnel
sont respectivement T = 1500 € et o0 = 300 €. Le salaire le plus bas est 1000 € et le salaire le plus élevé
est 4500 €. A la suite d’une gréve, des négociations salariales aboutissent a l’accord suivant : le salaire
de chagque salarié sera majoré en appliqguant la formule générale y; = az; +b , ou :

e le nombres z; et y; représentent les salaires du salarié 1 respectivement avant et aprés l’augmentation
e les coefficients a et b sont & déterminer.

Trois propositions sont sur la table des négociations :

Py, : augmenter la masse salariale de 5 % tout en laissant inchangée la dispersion des salaires mesurée
par [’écart-type ;

P, : augmenter la masse salariale de 5 % tout en laissant inchangée la dispersion relative des salaires
écart-type

moyenne ’

P; : réduire de 2 % la dispersion des salaires mesurée par l’écart-type tout en augmentant la masse
salaritale d’un montant tel qu’aucun salaire ne diminue.

mesurée par le coefficient de vartation CV =

1. Calculer la masse salariale et le coefficient de variation des salaires avant l’augmentation.
2. Pour chacune des trois propositions :

(a) Déterminer les coefficients a et b & utiliser.

(b) Calculer la moyenne du nouveau salaire mensuel.

3. Autour de la table de négociations, on trouve trois groupes : des représentants de la direction, des
représentants des cadres et des représentants des salariés mon cadres, chacun ayant formulé une
des trots propositions.

(a) Calculer, en pourcentage, l’augmentation de la masse salariale correspondant a la proposition
p;.

(b) Donner lallure de la représentation graphique, dans un méme repére, du nouveau salaire y en
fonction de l'ancien x pour chacune des propositions.

(c) Identifier de quel groupe émane chacune des propositions.

Solution

1. La masse salariale initiale vaut : My =7 x 400 = 600000 €.
écart-type 1 0.2

On obtient comme coefficient de variation des salaires avant augementation C'Vy = =
moyenne

2. On va augmenter les salaires selon la formule y; = az; +b. Onadonc: 7 =aZT+bet oy = |a|o,.

Proposition P; : augmenter la masse salariale de 5 % tout en laissant inchangée la dispersion des salaires mesurée

par ’écart-type;

e Le nouvel écart-type o, = |a|o,. L'écart-type reste inchangé dans cette proposition donc : a = £1.
L’interprétation économique d’un choix de a = —1, avec un renversement de ’échelle des salaires (les patrons
gagnent moins que les ouvriers!) nous améne a opter pour a = 1.

e La moyenne des nouveaux salaires serade y =az +b =7 +b.

La nouvelle masse salariale sera donc M; =y x 400 = My + 400 x b.
L’augmentation de 5% représente une somme de 30000 = 400 x b. Ce qui permet d’en déduire b = 75 €.

La formule retenue est . Dans ce cas, le salaire le plus bas sera de 1075 € , le salaire le plus élevé

de 4575 €, et la moyenne des salaires sera y = 1575

Proposition P, :augmenter la masse salariale de 5 % tout en laissant inchangée la dispersion relative des salaires

écart-type

mesurée par le coefficient de variation CV =
moyenne

e La masse salariale augmente de 5% donc : M; =400 x ¥ = Mo (1 + 135) =400 X Z x (1 + 55) .

On en déduit y =Z x (1 + 155) = 1575.

. . . . L, g Oz 0.
Le coefficient de variation reste inchangé : — = — et sachant que o, = |a|o,, on a donc |a| = ¥ =

'] =1.05
Yy z Oz

8[|«
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L’interprétation économique d’un choix de a = —1.05, avec un renversement de 1'échelle des salaires (les
patrons gagnent moins que les ouvriers!) nous améne a opter pour a = 1.05.
e Des relations ¥y = 1.057 et y; = az; + b = y = 1.05T + b, on en déduit que b = 0.
La formule retenue est .Dans ce cas, le salaire le plus bas sera de 1050 € , le salaire le plus élevé de
4725 €, et la moyenne des salaires sera y = 1575

Proposition P; : réduire de 2 % la dispersion des salaires mesurée par 1’écart-type tout en augmentant la masse

salariale d’'un montant tel qu’aucun salaire ne diminue.

e 0, = |a|o, donc |a| = 0.98 = a.

e Onay; = az;+b=0.98z;+b. Aucun salaire ne diminue, donc pour tout ¢ : 0.98z;+b> z; <= b > 0.02z;.
Cette condition doit étre vérifiée pour tous les salaires, ce qui équivaut a ce qu’elle soit vérifiée pour le salaire
le plus élévé : b > 90.

S’adressant & des économistes, et ayant le souci de la rentabilité, on retiendra la formule ’yz =0.982; +90 ‘

Dans ce cas, le salaire le plus bas sera de 1090 € , le salaire le plus élevé de 4500 €, et la moyenne des salaires

sera § = 1560. La nouvelle masse salariale sera de 624 000 € ce qui représente une augmentation de 4%

Y
p)
1
Ps
4000 T
3000 T
2000 +
P
B}
1000 = P
0 1000 2000 3000 4000
F1c. 2 — graphes des nouveaux salaires en fonction des anciens
Interprétation :

La direction souhaite une augmentation de la masse salariale la plus faible possible : elle propose Ps.

Les cadres proposent P; et les salariés non cadres proposent P;.

Agrégation interne de S.E.S. 5
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Exercice 2

Pourn € N, on note E, l’espace vectoriel des polyndémes a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a
n. On considére les applications f et g définies sur E,, de la fagcon suivante : pour P € E,, f(P)=P—P'
et g(P) =P+ P +---4+ P ( P désigne la n-iéme dérivée de P).

1. Déterminer les images par f et g des polyndmes susvants : 1, X et X2.

2. Justifier que f et g sont des applications linéaires.

3. Déterminer go f(P) et f o g(P) pour P € E,,. Que peut-on en déduire ?

Solution
L f()=1, f(X)=X-1, f(X®)=X?-2X ,9(1)=1, g(X)=X+1, g(X?)=X2+2X +2

2. Soient P, @), deux polyndmes et A, u des réels :
FOP+pQ) = AP+ uQ — (AP + uQ) = AP + uQ — AP' — uQ' = Af(P) + uf(Q)
f est bien une application linéaire.
AP+ pQ) = AP+ pQ + (AP +4Q) + -+ AP + uQ)™ = AP + pQ + AP’ + puQ' + - -- + AP 4 pQ™
=Ag(P) + 1g(Q)
g est bien une application linéaire.
3. gof(P)=g(f(P))=g(P-P)=P-P' +(P-P)+ - +(P-P)V=P-P +P —P'+...4+ p(n) _ p(nt1)
— p_ p(n+1)
Sachant que P est un polynome de degré inférieur ou égal a n, P(*+1) =0
Donc, pour tout polynéme P de E,,ona: go f(P) = P.
fog(P)=f(g(P))=f(P+P + - -+ PM)y=P+P +...+ PM™ (Pt P +...+ PM) =p_ p+l) = p
Donc, pour tout polynéme P de E,,on a: fog(P)=P.
On adonc go f =Idg, = go f ou Ig, représente 'application identique de E,.
f et g sont bijectives et réciproques 1'une de l'autre (f ! = g).

Sujet C

Exercice 1

Un viticulteur posséde un grand nombre de pieds de vignes. Ceuz-ci ont la probabilité 0,4 d’étre atteints
par une maladie. On observe 450 pieds et l'on désigne par X le nombre de pieds malades dans cet
échantillon.

1. Quelle est la lot de probabilité de X ? Calculer son espérance et sa variance.
2. Justifier que l’on peut approcher la lot de X par une lot normale, dont on précisera les paramétres.

3. En déduire les probabilités des événements suivants :
A il y a plus de 170 pieds malades dans [’échantillon
B : le nombre de pieds malades est compris entre 180 et 195.

Solution

1. Lors de n = 450 expériences identiques et indépendantes (on fait des mathématiques!) & deux issues (avec
p = P("le pied est malade”) = 0,4), X est la variable aléatoire qui compte le nombre de pieds malades.
X suit donc une loi binémiale : X — B(450;0.4).
E(X)=np=450x 0,4 =180 et V(X) =n.p.g =450 x 0,4 x 0,6 = 108
n > 30
2. np>15 = les conditions sont réunies pour pouvoir approcher X par une variable N < N (m, o) avec
n.p.g > 5
m = 180 et o = /108 = 6+/3 ~ 10, 39
3. Par correction de continuité : P(X > 170) = P(X > 171) ~ P(N > 170,5). Rappelons & ce sujet que pour une
variable Y & densité (ou continue), on a P(Y < k) = P(Y < k) alors que ce n’est pas le cas pour une variable
discréte quelconque (loi binémiale, ...). L'idée de la correction de continuité est "puisqu’on hésite entre 170 et
171, on n’a qu’a prendre 170,5!

Agrégation interne de S.E.S. 6
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m
On passe par la variable centrée réduite N* = ———. De part les propriétés des lois normales, on sait que

o
N* — N(0,1). Ceci nous permet d’utiliser la fonction de répartition ¢ de la loi normale centrée réduite dont
on a la table :

-9,5 9,5 9,5 9,5
P(N>170,5)=P(N*> ——|=1-P(N*<——=)|=1-&(-——=) =& =) ~ ¢(0,914) ~ 0,82
&> ) ( /6ﬁ> ( h 6\/§> <6¢§> <6¢§> 2 )

Sans la correction de continuité, on trouve le méme résultat : P(A) ~ 0, 82.

Pour P(B), sans effectuer de correction de continuité :
P(180 < X € 195) ~ P(180 < N € 195) = P(0 K N*
on trouve : P(B) ~ 0, 42.

15

—_ )~ &(1,44) — $(0) ~ 0,92 — 0,5
6\/§) (1,44) — 2(0)

Exercice 2

Soit n € N* et f, la fonction définie par fn(z) = -1+z+ 2%+ -+ 2",
1. Etudier la fonction f, sur [0,1].
2. En déduire que, pour tout n > 1, il existe un unique z,, dans |0,1[ tel que f,(z,) = 0.
3. Calculer z; et z,.

4. (a) Montrer que la suite (Tp)n>1 est décroissante. En déduire qu’elle converge.

1 1
(b) Montrer que, pour toutn > 1, z, = 5 + imn"Jr

1

En déduire la limite de la suite (Zp)n>1-

Solution
1. fl(z)1+4 2z 4322 +- - +nz™ 1. Sur intervalle [0, 1], cette dérivée est strictement positive et la fonction f,, est
strictement croissante.
z |0 1
Le tableau de variations de f est le suivant : n-1
I e
-1

4.

. La fonction f, est srictement croissante continue sur l'intervalle [0, 1]. Elle réalise donc une bijection de 'intervalle

[0, 1] sur l'intervalle image [—1,n — 1]. Or 0 appartient a l'intervalle image, (car n > 1), il admet donc un unique
antécédent par f,.

Pour tout n > 1, il existe donc un unique z,, € [0, 1] tel que f,(z,) = 0.

filz) =0 -1l+z=0<z=2; =1

—1++5 —1-+5
2

folz) =0« —1+z+22 =0z =125 = sachant que 'autre racine de 1’équation
n’appartient pas & l'intervalle [0, 1].
(a) On remarque que fri1(Zn) = —1+Zp + 2,2 + -+ 2, + 2,77 = fro(z) + 2, = 2,7 > 0
car fn(z,) = 0. Ayant alors f,1(z,) > 0, on observe le tableau de variations de f,.1 :

T 0 Tpnil 1

n

4 pour voir que fp11(z) > 0<= > zpq1
fn+1 0
/

-1
Conclusion : pour tout entier naturel n > 1, =z, > z,41. la suite (mn)n>1 est décroissante.
la suite (z,)n>1 est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.

(b) On simplifier 'expression de f,(z), pour z # 1 :

1— xn—i—l
fal@)=-—2+10+z+2*+.. +2")=-2+ -
1— mnn+1
Lorsque ¢ = z,, pour n > 2, on obtient I’équation 0 = f,(z,) = —2+ 1 soit 2(1—z,) = 1 -z, 1!
-z,
1 . . .
ou encore z,, = 3 + 3 z," "1, (on constate "aprés-coup” que cette relation est vérifiée aussi par z; = 1)

Agrégation interne de S.E.S. 7
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-1 5

On sait que (z,) est décroissante, donc Vn > 2, 0<z, <z2 = %ﬁ

n+1
: ~1++/5
On en déduit que 0 < z," ! < <—;\[>
n+1
. -1 5 .
Or lim <+\[> =0, donc, par encadrement , lim z,""! =0.
n—+oo 2 n—-+o0o

1 1
On déduit de la relation z, = = + = 2, que lim =z, = -.
2 2 n—+o0 2

Sujet D

Exercice 1

| =

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur |0,+oo[ par f(t) =t —In(t) —
En déduire que l’éguation f(t) = 0 admet une unique solution.
2. Soit g la fonction définie sur |0, +oo[x]0, +oo[ par g(z,y) = zln(y) — y1n(z)

(a) Montrer que si g admet un extremum local au point (z,y) alors

In(z) — In(In(z)) — =0 et y=

In(z)

(b) Utiliser la question 1. pour étudier l’existence d’extremums de g.

Solution
1 1 1 t?—t+1
Lf(t)=t—In(t) - ; et f’(t):1—¥+t—2:t72+.
Le discriminant du numérateur est strictement négatif, le signe de la dérivée est toujours strictement positif. La
fonction f est strictement croissante sur |0, +ool.

. N .
t]i%l"' ft) = thgl+ - (t* —tln(t) — 1) = —oo sachant que t£131+t1n(t) =0.

. . In(? 1 . In(t
1=t (-0 ) ot B0
le tableau de f est :

z || 0 1 +00

f! +

+00
Va on note que f(1) =0
f 0
/
—00

La fonction f est strictement croissante continue sur l'intervalle ]0, +o0o[. Par théoréme, f réalise une bijection
de 10, +oo[ sur l'intervalle image qui est | — oo, +oo[ (d’aprés les limites aux bornes). 0 appartient & l'intervalle
image, il admet donc un unique antécédent par f : ’équation f(z) = 0 admet une unique solution qui se trouve

étrez = 1.
0 0
2. (a) Les dérivées partielles d’ordre 1 de g sont : a—i(m,y) =lIn(y) — % et a—i(m,y) = 2 — In(z).
Un éventuel extremum local vérifie nécessairement le systéme suivant :
bg y y ( z ) 1
gm (z,y) — n(y) T — n(y) T PN In(z) In(z)
—g(:cy)zo E—1n(3:)=0 y:7m -
oy~ Yy In(z) y= In(z)
On obtient donc que si g admet un extremum local au point (z,y) alors
In(z) - In(in(z)) — —— =0 e y= "
In(z) v= In(z)

Agrégation interne de S.E.S. 8
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(b) En posant t = In(z), on constate que tout point critique de g est tel que f(¢) = 0. Ce qui implique
z
t=l<=z=cety=—— =
z=eety = @) e
Le seul point critique est tel que (z,y) = (e, e).
Calculons les dérivées partielles secondes en ce point :
Pg y 1 8%g 0%g T 1
7‘:7:—:—’3: e et = — = —— = — —
dz2 2 e dzdy By? y? e
On a rt — s? < 0 et le point n’est pas un extremum : g n’admet aucun extremum local.

Exercice 2
Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre A.
1. Soitt et s deux réels positifs.
(a) Calculer P(0 < X <t),P(X >1t),Pt< X <t+s).
(b) En déduire Pxs:(t < X <t+s) .
2. Déterminer le réel m tel que : P(0 < X < m) = P(X >m).

3. Interpréter le résultat précédent lorsque X représente le nombre de noyaux d’un élément radioactif.

Solution

Fic. 3 — graphe d’une densité de X

0 siz <0
1. (a) On sait qu'une densité de X est la fonction f définie par f(z) =

e Msiz>0

T
L’expression de la fonction de répartition de X est donnée par Vz € R, F(z) = / f(¢)de . Soit :
— o0

T

e siz <0 alors F(x):/ 0dt =0.

—o0

Agrégation interne de S.E.S. 9
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0 T
e siz >0 alors F(z / f(t)dt = Odt—l—/ Ae Mdt = [—e’)‘t]zzl—e’”.
- 0

On en déduit que : P(0 < X < F(t) — F(0) =1 —e 7t
P(X >t)=1-F(t) = e
Pt< X <t+s)=F(t+s)—F(t)=et —e2(t+s),
(b) En utilisant la définition d’une probabilité conditionnelle :
Pt<X<t+s"n"X >t Plt<X<t+s) e rt—e 2t
it <X Sts) P(X > 1) P(X > 1) eAt
On trouve donc : Pxs:(t < X <t+s)=1—e *° et on constate que c’est la valeur de F(s).

(la loi exponentielle modélise les phénomeénes continus de temps d’absence sans mémoire)
1 1 In(2
2. P(0<X<m):P(X>m)<:>F(m):1—F(m)<:>F(m):§<:>e*>‘m:§<:>m:¥.

In(2)

3. m= représente la demi-vie d’un élément radioactif. Cela correspond au temps nécessaire a la désintégra-

tion de la moitié des noyaux d’un élément radioactif.

Sujet E

Exercice 1
Afin d’étudier le pourcentage de consommateurs satisfaits par le produit A, on a interrogé 100 consom-
mateurs. 56 d’entre eux ont déclaré étre satisfaits par A.
Donner un intervalle de confiance de la proportion p de consommateurs satisfaits du produit A avec un
niveau de risque de 5%.

Solution

On note p la proportion de consommateurs satisfaits par le produit A. On ne connait pas la valeur de p et on
recherche une estimation de p au moyen d’un intervalle de confiance.

On interroge n = 100 consommateurs, avec pour chacun d’entre eux, la probabilité p de se déclarer satisfait par le
produit A.

Sion note N le nombre de consommateurs satistaits dans un échantillon, N est une variable aléatoire. L’expérience
décrite dans 1’énoncé a donné comme résultat N = 56. Cependant, selon 1’échantillon choisi, le résultat peut fluctuer
et, en général, N suit une loi binémiale : N — B(n,p).

— Estimation ponctuelle de p (non demandée mais c’est un premier pas)

N
Soit alors /' = — , la proportion de consommateurs satisfaits dans 1’échantillon.

L’expérience décrite dans 1’énoncé a donné comme résultat F' = 0.56 = p
En général, F' est une variable aléatoire telle que :
n n n n n n n
On peut raisonnablement penser que, pour une valeur de n assez grande, la valeur ponctuelle 0.56 = p obtenue
dans ’expérience sera proche de la valeur théorique de p recherchée.
— Construction d’un intervalle de confiance au seuil o = 0.05
On an =100 > 30 et comme np ~ np =56 > 15 et np(l — p) ~ np(l — p) = 24,64 > 5

On peut donc supposer que la loi de N peut étre approchée par une loi normale N (m,o) avec m = np = 100p
et o=+/np(l—p)

Posons alors T' =

. On sait que T est une variable aléatoire qui suit (environ) la loi normale centrée

réduite et on note ¢ la fonction de répartition de N(0, 1).
On sait que P(—t <T <t)>1-0,05=0,95 si et seulement si 2&(¢) — 1 > 0,95

Cela correspond a ¢ (¢) > 0,975 soit environ ¢t > 1,96 = ¢, d’aprés le tableau de la loi normale.
On adonc: P(—1,96 < T < 1,96) > 0,95

et on en déduit successivement que : P (m — 1,96.0 < N <m + 1,96.0) > 0,95 puis

P(p— 1,96% < F<p+1,96%) > 0,05 < P(—1,96— F-p<1,962 ) > 0,95

<:»P(—1,96E <p-F< 1,963) >o,95<:»13(1r—1,96g <p<F+1,963) > 0,95
n n n n

Agrégation interne de S.E.S. 10
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On a la formule générale :

(L= (L=
P(Fo1,00YPl=P ) pi106YPL=P) ) 5 o5
vn vn

1-— p(l —p
Or 7_ \/p( P) g \/ (1-9) et comme la valeur prise par F' est p = 0.56, on en déduit que

n Vn vn

51— % /51— )
p—1, QG.M P+ 1, 96pffp)] est un intervalle de confiance de p avec un niveau de risque de 5%.
n

soit ici [0,56 — 0,097 ; 0,56 + 0,097] ~ [0, 463; 0,657] .

Exercice 2

On considére la suite (un)nen définie par :

UO:2, u1:1, UQ:—].
Vn €N, Uy =2Upy2 + Upi1 — 2Uy.

On se propose de calculer u, en fonction de n de deuxr maniéres différentes.
1. Pour n € N, on pose v, = Up41 — 2Uy.
Montrer que la suite (v, )nen est constante et déterminer sa valeur.
Montrer gu’il existe une constante A telle que la suite (un — A)nen soit une suite géométrique.
En déduire l’expression de u, en fonction de n.

2. Soit A la matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels définie par :

2 1 =2
A=1{(1 0 O
01 0

(a) Déterminer les valeurs propres de A et les vecteurs propres de l’endomorphisme de R? associé
a A relativement & la base canonique de R3.

(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

(c) Soit
1 1 4
P=|1 -1 2
1 1 1

Montrer que P est inversible et calculer P~1.
Que vaut P"LAP ?

(d) Déterminer, pour tout n de N, la matrice A™.

Un42
(e) Pour n € N, on pose : Xp, = | uni1 |. Vérifier que l'on a, pour tout n de N :
Un
Xnt1 = AX,.
En déduire X,, en fonction de A™ et de Xg, puts retrouver ainst la valeur de u, en fonction
den.
Solution
1. On constate que vg =u; —2ug=1-2x2=-3etv;=-1—-2x1=-3.

De la relation Vn € N, uy43 = 2Upy2 + Unt1 — 2Un,, On obtient :
Vn €N, Upisz — 2Upi2 = Upt1 — 2Up SO Upio = Uy,
OnadOHCUOZU2:U4:U6:"' et Uy =VU3 =VUg = -

Agrégation interne de S.E.S. 11
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La suite des termes de rang pair (vap)ren est constante égale & vg = —3.

La suite des termes de rang impair (vs,+1)nen st constante égale a v; = —3.

La suite (vn)nen €st constante égale a —3.

On a up41 — 2u, = —3 et Vn € N, u,41 = 2u, — 3. On reconnait 1a une suite arithmético-géométrique.

On peut appliquer la méthode du point fixe ou bien rechercher directement une constante A telle que la suite
(tn)nen = (Un — A)nen soit une suite géométrique :

bpgp1 =Ung1 —A=2Up —3—A=2(t, +A) —3— A =2t, + A — 3.

On choisit A = 3 et la suite (¢, )nen est géométrique de raison 2. On en déduit que ¢, = £5.2" = (ug—A).2" = —27

Conclusion Vn € N, u, =3-2"

z
2. (a) Par définition, il s’agit de trouver des réels A et des élémentsnonnuls X = | y | de R® telsque A.X = AX.
z
Ceci équivaut successivement a :
2-Nz + yv — 2z =0 2-XNz + y — 2z = 0
z - Ay = 0 = T = My = Az
y — Xz = 0 y = Az
AF2-XN+x-2)z = 0 (X422 +x-2)z = 0
T = Nz &= T = Mz
y = Az y = Az

On remarque que —A* +2X2 + A —2=—(A+ 1) (A = 1)(A — 2).
(pour factoriser, il suffit de remarquer que A = 1 est racine évidente de —A® + 2A% + X — 2) On sépare les
différents cas selon la valeur de A :

0
e SiA#—1, A#£1, A #2 alors la seule solution au systémeest X = | 0
0
Dans ce cas, A n'est pas valeur propre de A (on sait qu’un vecteur propre ne doit pas étre nul)
0 = 0
e SidA=); =—1alors A.X = —X équivaut a : T = z
y = -z
A1 = —1 est valeur propre de A et ’espace propre associé & A; est la droite vectorielle engendrée par le
1
vecteur u; = -1
1
0 =0
e SiA=X; =1alors A.X = X équivaut a : T = z
y = z
A2 = 1 est valeur propre de A et ’espace propre associé a A est la droite vectorielle engendrée par le
1
vecteur uy, = 1
1
0 = 0
e Si A= X3 =2alors A.X = 2X équivaut a : r = 4z
y = 2z
A3 = 2 est valeur propre de A et ’espace propre associé a A3 est la droite vectorielle engendrée par le
4
vecteur us = 2
1

(b) premiére version :
Une droite vectorielle est un espace de dimension 1. La somme des dimensions des espaces propres vaut 3
et A est une matrice carrée d’ordre 3. La matrice A est donc diagonalisable.
deuziéme version :
A est un matrice carrée d’ordre 3 ayant 3 valeurs propres distinctes : c’est une condition suffisante pour
affirmer que A est diagonalisable.

Agrégation interne de S.E.S. 12
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(c) On peut montrer que P est inversible en vérifiant que son déterminant est non nul : det(P) = 6 # 0.

Le calcul de l'inverse de P peut se faire de différentes fagons. Par exemple, on peut résoudre le systéme

Y = P.X et la solution obtenue sera X = P~ LY.

a
a—2b
a—c

1 4
1+ (-1 — 27
T30 -3
1 2
1—Z(-1)" = Z2n
30" 3
1 1

z + y 4+ 42 = a z + y + 4z
z — Yy + 2z = b < Lyl — 1 2y + 2z
z + y + z = ¢ 3 — 41 — 43 3z
z = a-y—4z z = —a/2+b/2+c
2y = a-b—-22 <y = a/6—-b/2+¢/3
z = (a—1¢)/3 z = (a—0¢)/3
—-1/2  1/2 1
On trouve donc P! = 1/6 —-1/2  1/3
1/3 0 —1/3
1 0 O
On diagonalise la matrice Aetona P"'AP=| 0 -1 0 | =D
0o 0 2
Onsaitque A= PD.P letdonc A" = AxAx---xA=PDP 'xPDP'x...xP.D.P"1=pD" P!
1 0 0
D étant une matrice diagonale, ona D" = | 0 (-1)» 0
0 0 2"
-1 1 4 1 1
_ Z(=1)" Zon 2 (=1)"
2 +6( )+3 2 2( )
-1 1 2 1 1
Et, pour tout n de N, A™ = (=1 4 Zon 24 Z(=1)"
2 6( )+3 2+2( )
-1 1 1 1 1
_ - Z(=1)" Zon 2 (=1)"
2 T3 2727V
Pour n € N,
Un+3 2Up4o + Unt1 — 2Un 2 1 -2 Un42
Xny1= | Ungo | = Upio =11 0 0 |.|unptt
Un41 Unt1 01 O Unp

On a bien, pour tout n de N: X,,; = AX,,.

Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona: X, = A™.X,.

inatialisation : Pour n =0, on a Xg = A°. Xy = I.Xo qui est vérifié.

hérédité : Supposons la relation vérifiée au rang n alors :

Xpy1 = A X, = A.A".Xg = A" . X,. Ce qui prouve que la relation est vérifiée aussi au rang n + 1.

Conclusion : on a montré par récurrence que, pour tout entier n, on a X,, = A™. Xq.

-1

Application ici : Xg = 1 et la derniére ligne du produit matriciel nous donne

2

Un = — (_1 + é(—l)" + 12"> + (1 - 1(—1)”> +2 (1 + %(—1)” - ;2") =3-2"

2 3 2 2

Agrégation interne de S.E.S.
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Sujet G

Exercice 1
On définit sur R la fonction f par

1, -2 .

zze 2 s1x>0;
fz)=1% -

0 s1z <0.

1. Montrer que la fonction f peut étre considérée comme une densité d’une variable aléatoire X.
Construire sa représentation graphique dans un plan rapporté a un repére.

2. Détermaner la fonction de répartition F' de X.
3. Calculer l’espérance de X .

4. Calculer les probabilités P(0 < X < 4), P2< X <4) et P(X >4/X >2).

Solution

1. Montrons que la fonction f peut étre considérée comme une densité d’une variable aléatoire X :
e étude de la continuité de f :
f est continue sur | — oo, 0[ et sur ]0, +oo[ comme produit et composée de fonctions continues.

. . . . . 1 s
festcontinueenOcar lim f(z)= lm 0=0= Ilm f(z)= lm -ze 2
z—0, £<0 z—0, £<0 z—0, 23>0 0,220 4

Conclusion f est continue sur R.
e f est une fonction positive ou nulle.
0

+o0 0
e Vérifions enfin que / f(z)dz =1: D’une part / f(z)dz = / 0dz =0
oo —o0 —o0 —0 vy ]
D’autre part / f(z) dz se calcule comme étant la limite quant y tend vers +oo de / Z:z:e’f dz.
0

0
z

. . . u'(z) = —%6_5 u(z) =e
On effectue une intégration par parties avec :
v(z) = —iz v'(z) = —

[ et e <[ ! - [ uovio

z 1 4 z
= | —zzxe 2 + */ e 2dzx
0 2Jo
1 ¥ < 1Y Y\ _¥
=—zye 2 +0+| o3 :1—(1+7>e 2
2 . 2
¥ 1 o +oo
On trouve alors lim —ze 2dz =1 et on a bien / f(z)dz =1
y—=+o0 Jg —oo

Etude de la fonction f :

Sur | — 00,0], f(z)=0etsur [0,400[, f(z)=2ze . La fonction est continue sur R.

La dérivée de f est nulle sur | — o0, 0].

Le calcul de la dérivée sur |0, +oo[ donne f'(z) = %(2 —z)e73.

La fonction f croissante sur [0,2] puis décroissante sur [2,+oo[ avec ccHIJPoo f(z) = 0. L’axe des abscisses est
asymptote a la courbe de f au voisinage de +oo0.

On remarque que f n’est pas dérivable en 0 : f admet une dérivée a gauche f;(O) = 0 et une dérivée a droite

1
f5(0) = 1 qui ne sont pas égales (on a un point anguleux).
f(z) — £(0) 1 1

P . f(z) - f(O) _ .. / : : =
fi clhim P TI  yim 0=0= ] T
Justification : lim 50 = lim 0= 0= f3(0) b limy TET g = T fend = 4= A0

2. Soit F' la fonction de répartition F' de X. On sait que pour tout réel z, on a F(z) = / f(t)dte.

Deux cas se présentent :
T

OSi$<0alorsF(x):/ 0dt =0.

— o0
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Y
0.25
671
2 [TTTTT T T T T T T == < ; * Cf
|
|
|
|
|
-1 0 1 2 3 4

FiG. 4 — graphe de la fonction f

T T
e Siz >0 alors F(z) = / f(t)dt = / fdt=1- (1 + g) e”3 d’aprés la question précédente.
—00 0

+0oo
. Calculons l’espérance de X qui est définie, sous réserve de convergence, par F(X) = / zf(z)dz.
—0

0 0

D’une part / zf(z)dz = / 0dz =0
—00 —0o0

2

oo v .
D’autre part / zf(z)dz se calcule comme étant la limite quant y tend vers +oo de / 2 e"2dz.
0 0

- | W(@)=—3e72 ule)=e 2
On effectue une intégration par parties avec :
v(z) = —12? v'(z) = —z
1 z v Y Yy
/ z?e 2dz = / v (z)v(z)dz = [ u(z) v(z) ] - u(z)v'(z) dz
0 0 0 0

z Y vz 1, _¥
= | —iz% 2 + [ ze2dz= —5ye 2 +4F(y)
Y
On trouve alors lim
y—+oo Jq

. e PO X <4)=F(4)— F(0)=F(4) =1 -3¢ 2~0,59

1 x
Zer’f dz =4etona BE(X) =4

e PR X <4)=F(4)—F(2)=2e'—-3¢2~0,33

P(X>4NnX>2) PX>4) 1-F(4) 3e?
P(X >2)

3
= “e~1~0,55.

e P(X >4/X >2)= _P(X>2)_1—F(2):2€_1 2

Exercice 2

On considére les deux matrices sutvantes :

-2 0 3 -1

Solution

3 0
A=|1 00| ;B=|03 -2
0 1 0

Déterminer les valeurs propres de A et B. En déduire que ces deux matrices sont diagonalisables et qu’il
existe une matrice inversible R de M3(R) telle que B = R71AR.

e Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique qui vaut Det(A — A.I). On développe ce

déterminant par rapport a la troisiéme colonne :

Agrégation interne de S.E.S.
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3-X2 -2 0 3% o
Soit P4(A)=| 1 —=Xx 0 :—/\‘ L ‘:—A (A =3x+2)=-2AA-1)(A-2)
0 1 =2

A admet trois valeurs propres qui sont A=0, A =1et A = 2.

e Les valeurs propres de B sont les racines du polynéme caractéristique qui vaut Det(B — X.I). On développe ce
déterminant par rapport a la premiére colonne :

-2 3 -1 3_% —o
Soit P(A)=| 0 3—-X -2 |=-) =-2(XN=3x+2)=-AxA-1)(1-2)
1 -2
0 1 -2
B admet trois valeurs propres qui sont A =0, A =1 et A = 2. On remarque que A et B ont les mémes valeurs
propres.
o A et B sont deux matrices carrées d’ordre 3 qui admettent trois valeurs propres distinctes : elle sont donc
diagonalisables.

e Il existe une matrice P inversible telle que P~*.A.P =

11 existe une matrice Q inversible telle que @~ 1.B.Q =

OO0 o ©O O o
o= o O O
N O o b O O

De la relation P"1.A.P = Q '.B.Q , on en déduit que A= PQ . B.Q.P ! =(Q.P )" 1.B.Q.P 1.
Sionpose R=Q.P',ona A=R'B.R.
Remarque : l’énoncé ne nous impose pas de calculer la matrice R

Sujet H

Exercice 1

n désigne un entier naturel non nul.

Une boite contient trois piéces de monnaie équilibrées. Deux d’entre elles possédent un cote pile et un
céte face et la troisiéme deux cotés face. On extrait au hasard une piéce de la boite et on effectue ensuite
n lancers successifs de cette piéce.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir face lors du premier lancer ?

2. Quelle est la probabilité de l’événement : “on n'obtient que des faces au cours des n premiers
lancers”.

3. Sachant que l’on n’a obtenu que des faces au cours des n lancers, quelle est la probabilité d’avoir

extrait la piéce avec deuzx cotés face ? On note p, cette probabilité. Quelle est la limite de p, quand
n tend vers +oo ?

4. On note X la variable aléatoire égale aux mombre de fois ou la piéce a donné face” lors des n
lancers. Détermaner la loi de X.

Solution

L’expérience se déroule en deux temps : on extrait une piéce de la boite puis ensuite on effectue n lancers successifs
de cette piéce.

On définit les événements (n et k sont des entiers naturels non nuls) :

e A :’on choisit une piéce équilibrée”.

e A :"on choisit la piéce ayant deux cotés « face »”.

e F :’on obtient « face »lors du k-iéme lancer”.

e R, =F NF,N---NF, "on n’obtient que des faces lors des n lancers”.

1. En appliquant la formule des probabilités totales :

P(Fy) = P(A).P4(F,) + P(A).Py(Fy) = % x
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et sachant qu’on lance la piéce ayant deux cotés « face» :  Pg(Ry,) = Pr(FiNFN---NF,) =1x1x---x1=1
On en déduit que

pwuzpmuawu+PMHﬁW“:§x<vn+1

2 3
1
o P(R.nA) P@PR 3 1
37 \2 3 (2) +1

n—1
. 1 .
On sait que lim () =0et donc lim p, =1.
2 n—-+oo

n—-+4oo
4. L'ensemble des valeurs prises par X est X(Q2) =[[0,n]] = {0,1,...,n}.
11 faut déterminer P(X = k), pour chaque valeur de k comprise entre 0 et n.
On va appliquer la formule des probabilités totales :P(X = k) = P(A).Pa(X = k) + P(A).Pz(X = k) et deux
cas sont possibles :
e 5i 0 < k < nalors Pg(X = k) =0 (on lance la piéce qui a deux cétés "face”)

1 n
et Pa(X =k)=Ck <2> car on est en présence d’une loi binémiale.

— 2 "
Dans ces conditions P(X = k) = P(A).Pa(X =k) + P(A).P(X =k) = 3 X ck (2)

e si k =n alors P;(X =n) =1 (on lance la piéce qui a deux cotés "face”)

wrac=m=cz (1) = (1)

Dans ces conditions P(X =n) = P(A).P4(X =n)+ P(A).Pz(X =n) =

Exercice 2

1
1. Etudier les variations de la fonction f définie sur | — 00,0[ par f(t) = exp(t) +¢. exp (t) (oh

exp désigne la fonction ezponentielle).
En déduire que l’équation f(t) =0 admet une unique solution dans ] — co,0][.

2. Soit g la fonction définie sur | — 0o, +0o[x] — 00, +00[ par g(z,y) = ze¥ + ye®

. . 1
(a) Montrer que st g admet un extremum local au point (z,y) alors y = =
z

(b) Utiliser la question 1. pour étudier l’existence d’extremums de g.

Solution
1 1
1. f est dérivable sur | — c0,0[ et f'(t) = e + et — Let.

Or, pourt <0, —% > 0 et sachant qu'une exponentielle est toujours positive : et > 0, e% >0, —%e% >0
La somme de ces trois termes positifs donne un résultat positif : V¢ < 0, f'(t) > 0.
Pour les limites aux bornes : d'une part, t_lillnoo et + te% = —00
d’autre part, lim e’ +te% =1 (caravect =X ona lim te% = lim e _ 0)
t—0- t—0- t——oo T

Le tableau de variation de f est le suivant :

t | —oo -1 0

f! +

1
e
f 0
/
—00
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Sur l'intervalle | — o0, 0[, la fonction f est strictement croissante continue, elle réalise donc une bijection de
l'intervalle | — oo, 0] sur l'intervalle image | — 0o, 1[ (d’aprés les limites aux bornes).
Or, 0 appartient a l'intervalle image, il admet donc un unique antécédent par f.

11 existe donc une unique solution a ’équation f(z) = 0 dans l'intervalle ] — 0o, 0[. On constate que cette solution
est z = —1.

2. Calculons les dérivées premiéres de g :

9g 9g
= Y z et = Y z
@)= tye e @y =octe
Cherchons les éventuels points critiques
dg ey L
3, &Y =0 eV +ye® =0 y=—— e¥ +yev =0= f(y)
z — — € . = )
0g e*
_ = 0 Y T — = —— = — = —
ay(w,y) zel +e 0 T o ” T "

z et y sont nécessairement de méme signe (car z = %) et lorsque z et y sont positifs, il n’est pas possible d’avoir
1

e¥ + ye¥ = 0 (une exponentielle est positive)

Lorsque z et y sont négatifs, d’aprés la question précédente, le seul cas possible est y = —1 = z.

Si g admet un extremum local alors (z,y) = (-1, —1).

Etudions les dérivées secondes de g au point critique :

5%g

r—_2 -1 8%g
Oz?

—ye* =—e ", s= —e¥+e® =21 et t=—2 =ze¥=—c¢

La condition rt — s? < 0 nous permet de conclure que le seul point critique de g n’est pas un extremum local.
g n’admet aucun extremum local

Sujet M

Exercice 1

Partie A

Au cours d’une demai-journée, un commercial se déplace pour visiter deuxr de ses clients afin de leur

proposer l’achat d’un produit P de grande consommation d’une valeur de 500 euros.

Au vu de son expérience le commercial estime que :

— la probabilité que le premier client visité acheéte le produit est égale a 0,25 ;

— st le premaer client achéte le produit, la probabilité que le second client visité achéte le produit est égale
a0,4;

— st le premier client n’achéte pas le produit, la probabilité que le second client visité achéte le produit
est égale a 0,25.

1. On note A l’événement : le premier client achéte le produit P. On note B [’événement : le deuziéme
client achete le produit P.
Calculer la probabilité de l’événement B.

2. Quelle est la probabilité qu’un seul des clients conclue l’achat ?

3. Le commercial percoit 15% sur le total de sa vente.
(a) Etablir la loi de probabilité associée au gain de la demi-journée.
(b) Quelle est l’espérance mathématique du gain ?

4. Que doit étre le pourcentage de sa commission pour que cette espérance dépasse 60 euros ? (on
donnera le résultat arrondi au diziéme).

Partie B
Une étude faite sur 400 demi-journées ou le premier client avait acheté le produit, la fréquence d’achat

du produit par le second client était de 0,4. déterminer un intervalle de confiance de la probabilité que
le second client visité achéte le produit sachant que le premier l’a acheté.
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Solution
Partie A

1. D’aprés le texte nous avons :

P(ANnB)

P(A) =025, Pa(B)=04= 504

et Pg(B)=025=-——_"’

On en déduit donc, a l'aide de la formule des probabilités totales, que

P(B) = P(ANB)+ P(ANB) = P(A) x Pa(B) + P(A) x P4(B)
=0.25 x 0.4+ 0.75 x 0.25 = 0.2875

Une autre possibilité consisterait a représenter les données sous forme d’un arbre.

2. La probalité p cherchée est égale a :

p=P(AUB)+P(ANB) =0.6 x 0.25 + 0.25 x 0.75 = 0.3375

3. On note X la variable aléatoires égale aux gains. Les gains possibles sont (en euros) 0, 75 ou 150. On obtient
donc comme ensemble des valeurs prises par X :

X(Q) = {0, 75,150}

11 faut ensuite calculer les probabilités P(X = 0); P(X = 75) et P(X = 150) :
e P(X=0)=P(ANB)=0.75 x 0.75 = 0.5625

e P(X =175)=p=0.3375

e P(X =150) = P(ANB) =0.250 x 4 = 0.1

On en déduit que

E(X) =0x0.5625+ 75 x 0.3375 + 150 x 0.1 = 40.3125

4. Sil'on note y le pourcentage de la commission, les gains possibles sont en euros 0,500y ou 1000 y.
On a donc E(X) =500y x 0.3375 + 1000y x 0.1

D’ou E(X) > 60 < 500y x 0.3375 + 1000y x 0.1 > 60 soit y est au minimum de 22.4%

Partie B

Notons p la probabilité que le second client achéte le produit sachant que le premier ne 1’achéte pas.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou le second client achéte le produit sachant que le premier
ne 'achéte pas sur les 400 demi-journées considérées. Il s’agit de compter le nombre de "succés” lors de n = 400
expériences identiques et indépendantes & deux issues (avec la probabilité du "succés” égale a p).
Donc X suit la loi binomiale B(400, p).

Les conditions sont réunies pour approximer cette loi binomiale par la loi normale de paramétres m = 400p et
o= +/400p(1—p)
X —-m . . PSP
Posons T = ———, T suit la loi normale centrée réduite.
o

Nous avons P(—a < T' < a) = 0.95 <= 2P(T < a) — 1 =0.95 soit P(T < a) = 0.975 soit a ~ 1.96

X —
d’ott dans 95% des cas —1.96 < mn < 1.96 ce qui nous donne X — 1.960 < m < X + 1.960

g

soit —1.960 + X < 400p < X + 1.960

Sur notre échantillon X = 400 x 0.4 = 160. Par contre, o est inconnu. Il faut donc l’estimer en remplagant p par
0.4. Cette estimation entraine normalement un léger correctif dont on ne tiendra pas compte ici car n est grand.
Reste a faire le calcul et & conclure : U'intervalle cherché est [0.352;0.448].

X

Remarque : Refaites ’exercice en travaillant non pas avec la variable X mais la variable X; = 200°
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Exercice 2

On note Y, C, et I, le revenu, la consommation et l'investissement de l’année n. Les suites Y,, C, et
I, vérifient les relations suivantes, pour tout entier n non nul :

e Y, =Ch+1,

e C, = 0.4Y, + 1000

e [, =0.3Y,_; + 500

1. On donne Yy = 4500. calculer Cy et I;.
2. Détermaner une relation entre Y, et Y,41 valable pour tout entier n non nul.

3. Etudier la suite Y, . Déterminer l’expression de Y, en fonction de n, en déduire celle de I, et Cp,
puis étudier la convergence de ces trois suites.

Solution

1. Pour le calcul de C et Iy, il suffit de remplacer dans les formules données.
On trouve : C; = 2800 et I; =Y, — Cy = 1700.

2. Nous avons : Cpr1 = 0.4Y,11 + 1000, Y,11 = Cny1 + Int1 et Inp1 = 0.3Y, + 500 ce qui permet en remplagant
dans la seconde égalité d’obtenir :
Yp+1 = 0.4Y, 11 + 1000 + 0.3Y,, + 500 soit en simplifiant 0.6Y,, 1 = 0.3Y,, + 1500 et donc :

Y1 = 0.5Y;, + 2500

3. (Y,,.) est donc une suite arithmético-géométrique.
Pour étudier une telle suite, on détermine le réel ¢ vérifiant £ = 0.5¢ + 2500 soit £ = 5000. La suite (U, ) définie
par U, =Y, — 5000 est une suite géométrique de raison 0.5 et de premier terme U; = —500. Vérifions le :

Unt1 = Ynt1 — 5000 = 0.5Y;, + 2500 — 5000 = 0.5Y,, — 2500 = 0.5(Y;, — 5000) = 0.5U,,.
On en déduit donc que pour tout entier n non nul : U, = (0.5)"~1U; d’ou

Y, = 5000 — (0.5)" 1500

On constate que la suite (Y},) converge vers 5000. L’étude des deux autres suites en découle immédiatement :

De la relation C,, = 0.4Y;,+ 1000, on en déduit que la suite (C,,) converge vers 3000 et de la relation I,,+C,, =Y,
on en déduit que la suite ([,,) converge vers 2000.

Sujet N

Exercice 1
On estime qu’il y a rupture de stock dans les forets qui équipent les machines d’un atelier s’il y a moins de
200 forets utilisables en stock. On estime que la probabilité pour qu’un foret soit défectueux est p = 0.04.
1. On suppose que le stock est de 250 forets. On note Z le nombre de forets défectueuz. Quelle est la
lot suwvie par Z ? Calculer P(Z = 2) puis P(Z > 4).
2. Soit X le nombre de forets utilisables, et N [’effectif du stock constitué. Quelle est la loi sutvie par
X7?
3. On cherche a déterminer la valeur minimale de N pour que la probabilité d’avoir en stock au moins
200 forets utilisables soit supérieure a 0.99
(a) Traduire l’énoncé.
(b) Peut-on approcher la loi de X par une loi de Poisson ?

(c) On décide d’utiliser une nouvelle variable : Y = N — X, nombre de forets défectueuz :
e Compléter X >2200<=Y ...
e Quelle est la lot sutvie par Y ? Peut-on approcher cette loi par une lot de Poisson ? A quelles
conditions ?

4. Sott la loi de Poisson P()\). Ezprimer A en fonction de N. Déterminer la valeur minimale de N
qui répondra auz exigences. (On procédera par approzrimations successives).
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Solution

1. Z compte de nombre de forets défecteux : sur un nombre global de 250 foret, chaque foret a une probabilité
p = 0.04 d’étre défecteux. Z suit une loi binémiale : Z — B(250;0.04).
On applique la formule : P(Z = k) = C%,,(0.04)%(0.96)250— %
e P(Z =2)=C%,(0.04)%(0.96)%*8 ~ 0.002
e P(Z>4)=1-P(Z<4)=1-[P(Z=0)+P(Z=1)+P(Z=2)+ P(Z =3)] ~0.99

2. X compte de nombre de forets utilisables : sur un nombre global de N foret, chaque foret a une probabilité
p = 0.96 d’étre utilisable. X suit une loi binémiale : X — B(N;0.04).

3. (a) On recherche la valeur de N minimale, telle que P(X > 200) > 0.99

2
(b) Les trois conditions habituellement retenues sont : N > 30, Np < 15 et p < 0.1.

Dans le cas présent , p = 0.96 ne vérifie pas la derniére inégalité.
On ne peut pas approcher la loi de X par une loi de Poisson.

(c) On décide d’utiliser la variable aléatoire Y = N — X.

e X >2200<= N-Y 2200« Y < N —200
e Y compte de nombre de forets défecteux : sur un nombre global de N foret, chaque foret a une probabilité
p = 0.04 d’étre défecteux. Y suit une loi bindémiale : ¥ — B(N;0.04).
On peut approcher la loi de Y par une loi de Poisson avec :
N > 30 (ce qui est vérifié car de toute évidence, on prend N > 200)
p=20.04<0.1
Np £ 15 <= N < 350 ("intuitivement” avec N = 350 et p = 0.04 il parait quasi-probable
qu’il y aura bien plus de 200 foret valide )

4. On a A = N x 0.04. On note F) la fonction de répartition de la loi de Poisson de paramétre A et on recherche &
tel que Fy(k) = P(Y < N — 200) > 0.99.
Premiére approximation : On suppose, intuitivement, que N = 250.
Dans ce cas A = 10 et, a la lecture de la table de la fonction de répartition de la loi de Poisson de paramétre 10,
on obtient : Fig(k) > 0.99 < k > 18.
On en déduit alors que N — 200 > 18 soit N > 218.

Deuxiéme approximation : On suppose que N = 220.
Dans ce cas A = 8.8 , on hésite donc entre A =8 et A = 0.

On obtient, & la lecture de la table : Fg(k) > 0.99 <= k > 15 et Fy(k) > 0.99 < k > 17.

Par principe de précaution, on décide de prendre k = 17, et | N = 217

Exercice 2

Un consommateur achéte deuz biens A et B de consommation courante en quantités respectives ¢ et y.
On évalue les préférences du consommateur par la fonction f, appelée fonction de satisfaction, définie
par f(z,y) = %/?y?/? avec z et y strictement positifs.

On appelle courbe d’indifférence l’ensemble des points M(z,y) du plan munt d’un repére (0,?,7}) tels
que f(z,y) = k ol k est une constante positive donnée; k correspond d& un niveau de satisfaction du

consommateur.

1. Représenter la courbe d’indifférence pour k = 100.

2. Le consommateur dispose d’un budget de 140 euros pour l’achat des biens A et B, somme qu’il
dépensera en totalité. Les prix unitaires des biens A et B sont respectivement de 1.2 euros et 2
euros.

(a) Ecrire la contrainte liée au budget.

(b) En déduire que la satisfaction du consommateur peut s’écrire sous la forme d’une fonction z
dépendant de z que l’'on déterminera.

(c) Déterminer la valeur mazimisant la satisfaction du consommateur.
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Solution

1. Courbe demandée :

4000+

3000+

2000t

1000t

Fic. 5 — courbe d’indifférence pour k£ = 100

2. (a) La contrainte liée au budget est z x 1.2+ y x 2 = 140

(b) De cette contrainte, on en déduit une expression de y en fonctiondez: y=70—-06 xz
Que I'on remplace dans la fonction donnée f(z,y) = z/?y?/® = 2/2(70 — 0.6 x z)*/3 = 2(z)

(c) On dérive la fonction z :
Z'(z) = —%$_1/2(70 —0.6 x 2)%/3 — g x 0.6 x z}/2(70 — 0.6 x z)~/3
Et avec une factorisation, on trouve :
2'(z) =z~ 1/?(70 — 0.6 x z)~1/3 %(70 -06z)— g x 0.6 x| =z~1/2(70 — 0.6 x z)~1/3[35 — 0.71]

On remarque que lorsque 0 < z < 50, on a 35 — 0.7z > 0 et la fonction 2z est croissante.
par contre, lorsque z > 50, on a 35 — 0.7z < 0 et la fonction 2z est décroissante.

le maximum recherché correspond a la valeur de Z,,,, = 50. La valeur de ¢ = 70 — 0.6 = 40 et
fmacci = f(mmam: ymaz) = 501/2402/3 ~ 82.70
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Sujet O

Exercice 1
Partie 1

On a étably, pour une certaine population d’individus, que le taux de cholestérol séreux est distribué
normalement de moyenne 200 mg par 100 cc avec un écart type de 25 mg par 100 cc.

1. Siv on considére qu’un taur normal de cholestérol doit se situer entre 175 mg et 225 mg, quelle
proportion de la population se situe dans cet intervalle ?

2. La plupart des autorités médicales considérent comme élevé un taux de cholestérol séreux qui dépasse
250 mg par 100 cc. Combien d’individus sur 10 000 sont dans cette situation ?

3. On consideére qu’un taux de cholestérol séreux anormalement élevé peut influencer le développement
de maladies cardiovasculaires. St on classe comme "risque élevé” un tauz de cholestérol séreux supé-
rieur & 270 mg par 100cc, quelle proportion d’individus pourrait correspondre a cette classification ?

4. On admet que 1,5% de cette population est en danger. Quelle est la probabilité pour que dans une
famalle de trente personnes au moins deuzr personnes soient en danger.

Partie 2

Sur un groupe d’individus de 225 personnes, on a mesuré le taur de cholestérol séreuz. La moyenne
observée est de 206 mg par 100 cc avec un écart type de 24.8 mg par 100 cc. Déterminer un intervalle
de confiance du tauz de cholestérol séreuzx de la population dont est issu ce groupe de personnes.

Solution

Partie 1

1. On considére la variable aléatoire 7' qui mesure le taux de cholestérol séreux d’un individu. Cette variable
aléatoire suit une loi normale N (m, o) et, selon les données du texte m = 200 et o = 25 (unité :mg par 100 cc).
On recherche P(175 < T < 225).

On sait que tout calcul sur une loi normale se raméne & un calcul sur la loi normale centré réduite car, par

T _
propriété, T* = mn est une variable aléatoire qui suit la loi N'(0, 1) (dont on note & la fonction de répartition).
o

175 — 200 225 — 200
AP it
25 S Y 25 )

...aprés lecture de la table de la loi normale centrée réduite.

2. P(T >250)=P(T*>2)=1-%(2) ~0,02275
Ce qui, rapporté a 10000 personnes donne environ 227 ou 228 personnes ayant un taux de cholestérol séreux
qui dépasse 250 mg par 100 cc.

3. P(T >270)=P(T* >2,8) =1— ¥(2,8) ~ 0,00256
La proportion d’'individus correspondant & un taux de cholestérol séreux anormalement élevé (supérieur a 270
mg par 100cc), est de 0,256%

4. On change de variable aléatoire !

Iei, P(175 < T < 225) =P ( =P(-1<T*<1)=2%(1) —1~0,682.

Sur un total de n = 30 personnes, on appelle N, la variable aléatoire égale au nombre de personnes en danger.
Chaque personne a la probabilité p = 1,5% d’étre en danger.
On a donc N < N(30:0,015) et P(N >2)=1-P(n<2)=1-P(N=0)—P(N=1)=1-(0.985)3%° —
C3,(0.015)10.985)2° ~ 0,074
Partie 2 Effectuons une estimation au niveau de risque 5% et déterminons un intervalle de confiance du taux de
cholestérol séreux de la population dont est issu ce groupe de personnes.
la moyenne relevée est m = 206, I’écart-type o = 24.8, le nombre de personnes n = 225 soit 1/n = 15.
Selon un raisonnement similaire a celui détaillé dans le sujet E, on trouve comme intervalle de confiance :

g g

ol t, = 1,96 correspond & la valeur telle que 2®(¢,) — 1 > 0, 95.
Application numérique :
202, 75 ; 209, 25]
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Exercice 2

Déterminer les valeurs propres et les erpaces propres associés.
15 -2 6
A= 21 -2 9
—28 4 -11
En déduire A™ pour tout n entier non nul.
Solution
Déterminons les valeurs propres de A.
15— A -2 6
Le polynéme caractéristique est P(A\) = Det(A — AI) = 21 —2—-A 9
—28 4 —11-2A
En effectuant 'opération Lz «+ Lz + 2L :
15— -2 6 15— -2 6
P(X) = 21 —2—-2A 9 =(1-2) 21 —-2—-X 9
2—2X 0 1—-2A 2 0 1
En effectuant 'opération C; + C; — 2C5 :
3-A -2 6 3.1 5

PA)=(1-X) 3 —2-X 9 |=(1-X)
0 0 1

Donc P(A) = —A(A —1)2.  Les valeurs propres de A sont A\; = 0 et Ay = 1.

e espace propre associé & A\; = 0 On résout A.X = X;.X = (0) :

3 o |TAANE=A(=2-2)+6]=(1-2) A2 - 2]

15z — 2y +62=0 156z — 2y +62=0 3z—2y=0 3z — 9
2lz — 2y + 92 =0 < L3+ L3 +2L1{ 2lz —2y+92=0 < 3z —-2y=0 <:>{z—_—2yx
—28z +4y — 112 =10 2z +2=0 2= -2z o

L’espace propre associé a la valeur propre A; = 0 est la droite vectorielle engendrée par le vecteur v; = (2,3, —4).
Eo =Vect((2,3,—4))
e espace propre associé & Ay = 1 On résout A.X = X2.X = (0) <= (A—-1).X = (0) :
l4z — 2y + 62 =10
21z -3y +92=0 —Tz—-y+32=0
—28z +4y — 12z =0
L’espace obtenu est un plan vectoriel qu’on notera E; (un espace de dimension 2). Pour en déterminer une base,
il suffit de choisir deux vecteurs non colinéaires de ce plan ou bien de procéder de la maniére suivante :
(z,9y,2) € By <— y =32+ Tz < (z,v,2) = (2,32 + Tz, 2z) = 2(1,7,0) + 2(0, 3,1)
En posant v = (1,7,0) et v3 = (0,3,1) on a (vs,vs) base du plan E;.
dim(Ey) + dim(EF;) = 1+ 2 = 3 et A est une matrice d’ordre 3, donc A est diagonalisable. Plus précisément en
choisissant

210

P = 3 7 3

-4 0 1
0 0O
11 est facile de s’assurer que P est inversible (det(P)=?)etona P"1.AP=D| 0 1 0
0 01

1

Pour tout entier naturel non nul n, on a D™ = D. On en déduit donc que A™ = P.D".P~ PD.P1=A.
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